Grado en Fisica

Ejercicios de Andlisis Matematico |

Desigualdades, funciones elementales, nimeros complejdoluciones

1. Calcula para qué valores dec R se verifica la siguiente desigualdad.

x2—4x -2
— > 0.
x3+1

Solucién.Sabemos que al multiplicar una desigualdad por un nimertvoose obtiene otra desigual-
dad equivalente a la dada. Por tanta; gib son nimeros reales cén# 0, tenemos que:

%>0<=)%b2=ab>0.

En consecuencia, la desigualdad del enunciado es equivalen
h(x) = (x> —4x —=2)(x* +1) > 0.

Comor es una funcion polinémica, sabemos que sus ragerminan intervalos en donde la funcién
es siempre positiva o siempre negativa. Evidentementeaiess dé: son las soluciones de alguna de
las ecuaciones

x?—4x-2=0, x4+ 1=0.

Las soluciones de la primera ecuacion son:
4— /24 44 24
o= ——- = — =
2 2

La segunda ecuacidn tiene una solucion evidente,—1. Dividiendo por Rufini resulta:

=2-6, B 2+ 6.

XPrl=x+DEP=x+1

El trinomiox? —x + 1 tiene discriminante negativo, por lo que no tiene raicdeseas decir, su grafica
no corta al eje de abscisas, y es siempre positi¥e; x + 1 > 0 para todox € R. Tenemos que:

hx)=(x—-a)(x —B)(x + 1)(>c2 —x+1)>0&=px)=x—-a)(x—=8)(x+1)>0.
Como—1 < a < 8, deducimos que:

x <—1 = p(x) < 0porque es producto de tres niimeros negativos.
—l<x<a = p(x)> 0porque es producto de un nimero positivo y dos negativos.
a<x<pB = p(x)<0porque es producto de dos nUmeros negativos y uno positivo.
B <x = p(x)> 0porque es producto de tres nimeros positivos.

Concluimos que la desigualdad del enunciado es cierta péoeeg dex en] — 1, «[U]8, +o<. ©

Comentario. No es buena estrategia en este tipo de ejercicios estudiaeparado los intervalos en
donde el numerador o el denominador son siempre positiiespse negativos. Esa forma de proceder
complica innecesariamente las cosas.

El signo dep(x) = (x — a)(x — B)(x + 1) en cada intervalo puede estudiarse de muchas formas.
Podemos evalugr(x) en un punto de cada intervalo (es la forma mas larga y queenegonas calcu-
los). También podemos observar guéx) es un polinomio con coeficiente lider positivo, por lo que
para valores de positivos y muy grandes sefdx) > 0, lo que nos dice que para>  esp(x) > 0.

1Se entiende que solamente consideramos raices reales.
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Ahora, como las raices de(x) son simples, se produce un cambio de signo en cada una dg ellas
volvemos a obtener el mismo resultado anterior.

. g . . . L ., 4 — /24
Debes simplificar siempre que sea posible. Por ejemplo,sinmplificas la expresioa = ——
no podras comparar facilmentecon—1, y necesitas poderlo hacer para ordenar las raices.
Debes explicar lo que haces de forma claray con las palal@eisas. Si en un ejercicio no explicas
lo que haces, obligas a que quien lo evalle tenga que interjardo que lleva tiempo y no predispone

a tu favor sino todo lo contrario. Debes exponer tus resoftal@ forma que sean faciles de leer y que
quien los lea no tenga que adivinar qué es lo que quieres.hacer

Casi nadie ha factorizado el polinomid + 1 aunque todos sabéis qué es una raiz del mismo.

2. Calcula el dominio natural de definicion de la funcifx) = \/Iog (Ix = 6](1 + |x —3])).

Solucion.El dominio natural de definicion de una funcion que viene gaitanedio de una expresion,
f(x), es el conjunto mas grande de nimeros reales donde dictesgxptiene sentido como nimero
real. En nuestro caso sera el conjunto:

D={xeR:log(lx —6/(1 +|x—3])) =0} ={xeR:|x —6[(1 + [x —3]) = 1}.

Para estudiar la desigualdad— 6|(1+|x — 3])=1, lo que vamos a hacer es quitar los valores absolutos
y para ello consideraremos guesea mayor 0 menor quiey mayor o menor qué. Tenemos asi las
siguientes posibilidades:

° Caso en que < 3. Tenemos que:
x—6](1+|x=3)=1<= (6-—x)1+3—x)=1<= x?—10x+23=0.

Las raices de2 — 10x + 23 =0 sona = 5—+/2, b =5+ +/2. Tenemos que2 — 10x + 23 = 0 cuando
seax <a 0x = b. Como estamos considerando qu& 3, no puede set > b; y la condiciénx < a se
cumple porqué < a y x < 3. Concluimos que la desigualdad estudiada es ciertaxpara.

. Caso en qué < x < 6. Tenemos que:
x =61+ |x=3)=1<<= (6-x)(1+x—-3)>1<x?—-8x+13<0.

Las raices de2—8x+13=0 sonc=4—+/3, d=4++/3. Tenemos que2—8x+13<0 cuandax € [c, d].
Como estamos considerando que [3, 6], debemos imponer que ambas condiciones se cumplan. Ello
es asi cuande € [¢, d]N[3, 6]=]3, d], donde hemos tenido en cuentague 3 < d < 6. Concluimos

que la desigualdad estudiada es cierta patax < 4 + /3.

o Caso en qué < x. Tenemos que:
x =61+ |x=3)=1l=(x-6)(1+x—-3)=>1<<=x*—-8x+11>0.

Las raices da? — 8x + 11 =0sonu =4 — /5, d =4 + +/5. Tenemos que? — 8x + 13 > 0 cuando

x <u 0x = v. Como estamos considerando que 6, y tenemos que < 6 < v, no puede sex < u.
Debera sex = v, con lo cual también se verificara gue= 6. Concluimos gque la desigualdad estudiada
es cierta para > 4 + /5.

Del estudio anterior se deduce que:
D={xeR:|x—6/(1+|x=3))=1}=]—00,4+ V3 U4+ V5, +oq[.

©

Comentario. Hay otras formas mas directas de estudiar la desigualdexicpE que la que he seguido
es la que todos debiais conocer porque hemos hecho ejenapémsdos en clase y en mis apuntes tam-
bién hay ejemplos similares. Los fallos principales en efeeicio son de calculo y también causados
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por no simplificar las raices. Algunos no habéis entendiéoesucada caso considerado debe estudiarse
la compatibilidad entre las condiciones obtenidas paraf@blex y la hipotesis inicial hecha sobxe

En los ejercicios hay que responder a lo que se pregunta. Sarescto hacer una discusién caso
por caso y no decir cual es el dominio de la funcién.

Vuelvo a insistir que en esta asignatura no usamos nimecosaales.

3. Prueba que la funciory : [1/2, +0co[— R dada porf(x) = x> — x + 1 para todox > 1/2, es
estrictamente creciente. Calcula la funcién inversgde

Solucion. Para probar que la funcién es estrictamente creciente dopoios quel/2 < x < y Y
probaremos qu¢'(x) < f(y). Tenemos que:

fO)—f)=y*—y+1-P—x+D)=p"-x*-(-x)=Q@-x)(y+x—1)>0.

Donde hemos usado que-x > 0 (por hipdtesis) y que, al séy2<x < y,setieneque+y—1 > 0.
Hemos probado qu¢ es estrictamente creciente (y por tanto es inyectiva). acalar su inversa
debemos tomar un valgr en la imagen def y calcular el Unico valor de = 1/2 tal que fx) = y.
Como f(1/2) = 3/4,y [ es estrictamente creciente su imagen es el intef8aih +oc[. Sea, pues,
y = 3/4. Calculemost de forma quef(x) = y y no olvidemos que debe ser> 1/2. Tenemos que:

1+/1-4(1- 1 4y =3
fX)=ye=x*—x+1-y=0&cx= 2( y)ziztyf

Es obligado elegir la solucién dada por:

Vva4y =3

1
x= 70 =5+ 5

Observa que, al ser=> 3/4, se tiene qudy — 3 > 0 por lo que esta definida la raiz cuadrada. ©

Comentario. Para mi sorpresa este ejercicio, que me parece facil, adisi loeha hecho completamente
bien. Hicimos en clase uno casi igual. Muchos uséis derg/pdea probar la monotonia. Eso es matar
moscas a cafionazos. En las relaciones de ejercicios seesyyp@deben usarse las herramientas que se
han visto en la correspondiente teoria. Si tienes dudasctsge lo que puedes usar lo mejor es que me
lo preguntes. Lo que me interesa en la primera parte de estéo#) es que trabajes con desigualdades
para probar la monotonia. Claro esta, si usas derivadaslbages es correcto, pero no es eso lo que
quiero evaluar.

Hay quien asegura qug no tiene inversa, como si la pregunta que hago fuera engaresabéis
lo que opino al respecto.

Algunos afirman que la funcién es estrictamente crecienterees inyectiva. Insisto en algo dicho
en clase: nunca hay que olvidar el conjunto donde se comsiinida una funcion.

No es correcto usar una grafica para probar propiedades denai@n. Eso es hacer trampa porque
la grafica solamente puede hacerse cuando se conocen lasdaibgs de la funcién (crecimiento,
convexidad...).

No es correcto usar ejemplos concretos para deducir dessllosmportamiento general: si pruebas
que (1) < f(2) no puedes deducir solamente de eso fjes creciente.

4. Dado un numero entem € Z, justifica que la funcionf :[nm — z/2,nm + x/2] - R dada por
f(x) = senx, es inyectiva y expresa la inversa depor medio de la funcion arcoseno. Representa
gréaficamente la funcidh(x) = arc seilfsenx) parax € [-3x — n/2,37 + 7/2].

Solucién. Debemos probar que si y € [nm — /2, nw + /2] conx # y, entoncesf(x) # f(»),
es decir, sen # seny. Lo que podemos usar en este ejercicio son las propiedaddsequos visto en
clase de la funcién seno. Sabemos que la funcion seno edasente creciente dax/2, /2. La
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idea consiste en deshacer la traslacién del intervalo:Uosogx — nmr, y — n estan en el intervalo
[-7/2, /2]y son distintos por sex # y, luego se tiene que:

senx —nx) #seny —nm) <= (—1)" senx # (—1)" seny <= f(x) = senx # seny = f(y).

Hemos probado asi qué es inyectiva. Pero, realmente, hemos probado algo mas@beuos visto
que six € [nm — n/2,nw + /2] entoncesx — nw € [—n/2,7/2]y senx — nx) = (—1)" senx.
Luego, sin es par resulta, por definicion de la funcion arcoseno, queesfsenx) = x — nx. Si

n es impar se tiene que arc $senx) = nwr — x. Hemos obtenido que & es par se verifica que
x = arcselif(x)) + nx paratodox € [nw — /2, nmw 4+ 7/2], lo que nos dice que la funcién inversa
de 1 viene dada poy ~!(y) = arcsery + nx paratodoy € [-1, 1] (es inmediato que la imagen ge
es el intervald—1, 1]). Andlogamente, si es impar se verifica que= —arcselif(x)) + nm, lo que
nos dice que la funcién inversa geviene dada poy ~!(y) = — arc sery + nx paratodoy € [—1, 1].

Para representar graficamente la fundi¢rn) = arc seifsenx) parax € [-37 — x/2,37 + /2],
usaremos lo antes visto:

x —nmw, Sinespar

x € [nm —n/2,nw + n/2]— arc sefisenx) = { T —x, sinesimpar

Se obtiene asi la siguiente grafica.

)

AN

4
N
|
wn
I
|
w
N
|
| I
(S
RN
W
(SIE]
i
(SIE
~
(NIE]

©

Comentario. Este ejercicio no lo ha hecho casi nadie. Lo que no entiendpesse afirme que la
funcién inversa def es la funcion arcoseno. Eso solamente es cierto cuarel0 porque la funcién
arcoseno toma valores en el intervplar /2, w/2]. Peor todavia es afirmar que arc@amy) = x para
todox € [37 — /2,37 + m/2] cuando en la representacién gréfica se ve claramente qu®&so n
cierto.

5. Calcula los numeros complejos= x + iy tales quew = jz—_zi es
a) Un nimero real.
b) Un niimero imaginario puro.
¢) Un nimero de médulo 1.
Solucién.Pongamos = x + iy. Tenemos que:
p o Ai2y—i Qx4iQy-D)x—i(y=2) _ 232+ 2y —D(y —2) +i(2y — Dx — 2x(y — 2))
X +iy—2i x2 4+ (y —2)2 x2 4+ (y —2)2
2x2 42y —5p+2 3x
B S R T
Por tanto:

w esreal<= Im(w) = 0 <= x = 0 <> z es imaginario puro.
w es imaginario puro= Re(w) = 0 <= 2x% + 2% — 5y + 2 =0.
La ecuacion

2 2 2 2 S ) 5\ 9
2x° 42y =5y +2=04=x"+y —§y+1=0<:>x + y=1) =%

Dpto. de Andlisis Matematico Universidad de Granada



Desigualdades, funciones elementales, nimeros complej@oluciones 5

representa una circunferencia de ceiitr®/4) y radio3/4.
Usando que el médulo de un cociente es el cociente de los sg)dahemos que:

|2_4x2 + 2y —1)?

= 2 n (y_2)2 :1<:>4x2+(2J’_1)2=x2+(y—2)2<:>x2+y2=1<:>|z|=1_

lw|=1<=|w

©

Comentario. Hemos hecho en clase ejercicios casi iguales a este. Lo guécbay que saber es operar
con numeros complejos. Los fallos que hay son de célculo.

6. Expresa los siguientes numeros en forma cartesiana:

1+i/3

a)(—1+iv3)'" b) ( —

6
) o) (=3 +i)P3

Solucién.Para calcular potencias de nimeros complejos se usa laltddaDe Moivre.

a) Pongamos=—1+i+/3. Este nimero complejo esta en el segundo cuadrante, postaatgumento
principal estar4 comprendido entré2 y 7 y viene dado por:

2
argz) = arctg—+/3) + 7 = —arctgv/3) + 7 = —% + = Tn
Tenemos también qye| = 2. Por tanto:
22 22
It = i (COSTT[ +i senTn) =2 (coq7n + n/3) +iserTn + n/3)) =

2" (—cogn/3) —i sen(w/3)) = 2! (—% —i?) =221 +iV3).

b) Pongamosw = Para calcular un argumento deusaremos que si y b son nimeros

. —1
complejos,s es un argumento dey ¢ es un argumento de, entonces — ¢ s un argumento de/b.
Tenemos:

1+iv3
1

/4 /4 b4 /4 T
argl+ivl)=—, agl—-i)=——=——-—(—) = —.
o1 +iV3) =3 gl =i =3 =3 - (-3) = 33
Por tanto7z/12 es un argumento de. (resulta, ademas, que es el argumento principal, per@ssto
de menos). Comfw| = 2/+/2 = +/2, la férmula de De Moivre nos dice que:

w® = (v2)° (co427/12) + i sen(42r/12)) = 8 (Co37 + 7/2) + i ser3w + 7/2)) = —8i.

¢) Es muy parecido al apartado a). ©
7. Calcula todas las soluciones de las siguientes ecuaciones:

azt=—1 b=-i ©)z*—iv3:2-1=0

Solucién.a) Nos piden calcular las raices cuartas-de Como arg—1) = r vy, claro esta|—1| = 1,
tenemos que las raices cuartas-deson:

2k 2k
k= cos(nﬁ%) +i sen(n—h%) , k=0,1,2,3.

Podemos calcular facilmente sus valores, pyes y las demas se obtienen a partirgde

1 1
— 4 i—
V22
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por giros de amplituet /2 radianes. Un giro de amplitud)/2 es lo mismo que multiplicar per Luego:

1 1
0 = —+i—
’ 22
. 1 4 1
Z1 = lzp=——F%=+1i—F
1 RV RN
. 1 1
Z = Iz1=——F%=—1—F%=
’ T2 2
. 1 1
Z3 = Iy =—F7—=—1—F=
’ TV V2
b) Nos piden calcular las raices terceras-deComo arg—i) = —z/2y |—i| = 1, tenemos que las

raices terceras dei son:
—n/2 4+ 2k —m/2 + 2k
= (W) e (%) k—=0.1.2.

Podemos calcular facilmente sus valores:

zg = cog—n/6)+isen—mn/6)= ? — i%
z; = coqrn/2)+isenn/2)=i
z; = cos(n/2+2n/3)+iser(n/2+2n/3)=—ser(2n/3)+icos(2n/3)=—?—i%

c) Es una ecuacion bicuadrada; para resolverla hacemosbl@a®? = w y calculamos las soluciones
de la ecuaciém? —i /3w — 1 = 0, que vienen dadas por la férmula usual:

VBV 1403 VBV HA 1403
- - - 2 2

2 27
Debemos ahora resolver las ecuaciorfes- o y z2 = B, es decir, calcular las raices cuadradas de
y B. Tenemos que af@) = 7/3, arg8) = 2x/3, ambos complejos tienen modulo Por tanto, las
soluciones de la ecuacion son:

o

B

7 = «/&zcos(n/6)+iser(n/6)=§+i%
: . 1 V3
z3 = \/,E =co92n/6) + i sen2x/6) = coqx/3) + i sen(x/3) = 3 + i -
1 V3
Z4 = - ﬂ:—E—ZT

©

Comentarios. Pocos son quienes han hecho bien estos dos Ultimos ejsrdide ser muy dificil
hacer potencias y calcular raices complejas. En cada cggpubaplicar la formula correspondiente y
para aplicarla hay que calcular argumentos y para eso haggdigar otra férmula...jUf! Demasiado.
Hay que pensar un poco...jQue lo hagan los ordenadores!

Algunos trabajan en grados. Repito en esta asignaturaxsganeon radianes. Quien quiera trabajar
en grados debera ser coherente y usar solamente gradoanfoen vez de escribir sg°) = 1, ex-
presion en la que se estan usando dos unidades de medidal@l/da unidad (es decir, el radian); debe
escribir sef©0°) = (180/7)° porque asi todo estd en grados. Hay quien usa una notacparatasda,
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segun la cual 3o = cog30) + i sen(30), cuando lo correcto es escribifé& = cogx/6) + i ser(/6).
Hay algunas delicatessen que quiero compartir con vos@tigise se dé por aludido quien correspon-
da). Por ejemplo, hay quien afirma que un argumento de unrdeas el cociente de los argumentos.
Otros dicen que:

senm) =1,  V1==%1, | |-V3+il=\ (V32 +i2=vV-3-1=+v-4

A veces, un doble error compensa un disparate; = /02 + (—i)2 = +/1 = 1. Por supuesto, varios
afirman quex +i(y —2))(x —i(y —2)) = x> — (y — 2)2. Después de mis advertencias en clase tenia
la esperanza de que este curso nadie cayera en tan grogenatis Pues no.

Muchos no saben que el seno y la tangente son funciones iswypaieoseno es par y por eso no
saben lo que vale cosr) o arctgd—1) o serf—r/3).

Bueno, bonito, barato. jQue siga la fiestal
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